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� PROBLEMA 1

In un piano è assegnata la parabola p di vertice V e fuoco F tali che, rispetto a una assegnata unità di lun-

ghezza, il segmento VF sia lungo �
1

2
� . Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V e riferito il piano

a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy):
a) determinare l’equazione della parabola p e stabilire se esiste un punto A di p tale che il triangolo AEF

sia rettangolo in A;
b) chiamato P un generico punto della parabola p, trovare le coordinate del baricentro G del triangolo PEF

e determinare l’equazione del luogo geometrico k descritto dal punto G al variare di P su p;
c) indicati con R ed S due punti appartenenti il primo alla parabola p e il secondo al luogo k e situati nel

1° quadrante su una retta r perpendicolare all’asse di simmetria della parabola p, calcolare a quale di-
stanza da V bisogna condurre la retta r affinché l’area della regione finita di piano delimitata dal seg-

mento RS, dall’arco VR della parabola p e dall’arco VS del luogo k sia uguale a �
8

9
� (3��3�);

d) stabilire se la distanza trovata sopra è espressa da un numero razionale o irrazionale.

� PROBLEMA 2

Si considerino le successioni di termini generali an, bn e cn tali che:

an ��
n

i, k�1

ik, bn ��
n

j�1

j 2, cn ��
n

0

ik.

a) Dimostrare che risulta:

an � �
1

4
� n 2(n�1)2, bn � �

1

6
� n (n�1)(2n�1), cn ��

2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1).

b) Calcolare il più grande valore di n per cui an non supera 100 000.
c) Definire per ricorsione la successione di termine generale cn.
d) Utilizzare la precedente definizione per scrivere un algoritmo che fornisca i primi 20 numeri di quella

successione e li comunichi sotto forma di matrice di 5 righe e 4 colonne.

i, k�1
(k�i )

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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Durata massima della prova: 6 ore.
È consentito soltanto l’uso di calcolatrici non programmabili.
Non è consentito lasciare l’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.

In un piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le affinità di equazioni:

� ,

dove m è un parametro reale. Trovare il luogo geometrico dei punti uniti dell’affinità al variare di m.

X�mx�2y�m

Y��x�y�m
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� PROBLEMA 1

a) Posto il vertice V della parabola p nell’origine del sistema cartesiano e il fuoco F sul semiasse positivo

delle y, le coordinate di tali punti sono: V (0; 0) e F �0; �
1

2
��. Perciò la parabola p ha equazione del tipo

y� �
4

1

f
� x 2, dove f è l’ordinata del fuoco, e ha espressione y� �

1

2
� x 2. Nella figura 1 è riportato il suo

grafico.

Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V, esso ha coordinate E�0;� �
1

2
��. Preso un generico

punto A appartenente alla parabola, di coordinate A�x; �
1

2
� x 2�, affinché il triangolo AEF sia rettangolo in

A è necessario che i punti E, F ed A appartengano a una semicirconferenza di diametro EF e centro V,
ossia si abbia FV � VA � VE. Essendo:

V�A� 2 �x 2 � �
1

4
� x 4

otteniamo:

V�A� 2 �V�F� 2 � x 2 � �
1

4
� x 4 � �

1

4
� � x 4 �4x 2 �1�0.

L’equazione biquadratica ha come soluzioni x�����5�� �� 2�.
Pertanto esistono due punti della parabola, di coordinate

A1����5�� �� 2�; �
�5�

2

�2
�� e A2�����5�� �� 2�; �

�5�
2

�2
��

per cui i triangoli A1EF e A2EF sono retti in A1 e A2.
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� Figura 1.
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Essendo ln �
2

3

5

6
��0, otteniamo:

n� � 12,63.

Pertanto, il minimo numero di volte in cui bisogna effettuare l’esperimento, per garantirsi una probabilità
pari almeno al 99% di ottenere almeno un successo, è 13.

Si risolve il problema applicando la definizione classica di probabilità di un evento, intendendo quest’ulti-
ma come rapporto tra casi favorevoli e casi possibili.
a) Considerato l’evento E1 �«Antonio e Pietro sono sul podio», si vuole calcolare la probabilità P (E1). I

casi favorevoli f sono le terne in cui compaiono i due amici e un terzo atleta, appartenente all’insieme
dei sei sportivi rimanenti. Pertanto f�P3 �6�36. I casi possibili u sono le disposizioni di 8 elementi a 

gruppi di 3: u�D8,3 �8 �7 �6�336. La probabilità cercata è quindi: P (E1)� �
u

f
� ��

3

3

3

6

6
���

2

3

8
� .

b) Indicato con E2 l’evento che sul podio finisca almeno uno dei due amici, i casi favorevoli si ottengono
dalla somma dei casi favorevoli del punto a) (ambedue gli amici sul podio) con i casi in cui nella terna
compaia un solo amico e due atleti, tra i sei rimanenti. I casi favorevoli sono allora f�36�D6,2 �3 �2�
�36�180�216.
I casi possibili sono sempre u�D8,3 �8 �7 �6�336. La probabilità cercata risulta quindi:

P (E2)��
2

3

1

3

6

6
���

1

9

4
� .

c) Considerato E3 �«né Antonio né Pietro sono sul podio», si osserva che E3 �E�2�, dove E2 �«almeno uno
dei due amici è sul podio» del punto b) del problema. Pertanto P (E3)�1�P (E2) e quindi:

P (E3)�1��
1

9

4
���

1

5

4
� .

La trasformazione � è un’affinità se � ��0, ossia se m�2. Perché un punto sia

unito si deve avere X�x�Y�y, quindi sostituendo nelle equazioni dell’affinità � , risulta:

� .

Si ottengono le equazioni parametriche del luogo ricavando x e y in funzione di m:

� � � � � � � .

Osservando le equazioni ottenute, si può concludere che il luogo dei punti uniti dell’affinità data è l’asse y,
escluso il punto (0; 1).

x�0

y��
m

2
� , m�2

(m�2) x�0

y�� �
1

2
� x��

m

2
�

x�mx�x�m�m

y�� �
1

2
� x��

m

2
�

x�mx�2�� �
1

2
� x��

m

2
���m

y�� �
1

2
� x��

m

2
�

x�mx�2y�m

y��x�y�m

X�mx�2y�m

Y��x�y�m

2

�1

m
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