ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO - 2014

Il PROBLEMA 2

A lato ¢ disegnato il grafico I" della funzione
S0 =xV4—x2

1. Si calcolino il massimo e il minimo assoluti di f{x).

2. Si dica se l'origine O & centro di simmetria per I' e si calcoli, in
gradi e primi sessagesimali, 'angolo che la tangente in O a I’
forma con la direzione positiva dell’asse x.

3. Si disegni la curva di equazione y?=x*4—x?) e si calcoli
l'area della parte di piano da essa racchiusa.

4. Sia h(x) = sen(fx)) con 0 = x=2. Quanti sono i punti del gra-
fico di h(x0) di ordinata 1? 1l grafico di h(x) presenta punti di
minimo, assoluti o relativi? Per quali valori reali di & I'equazio-
ne h(x) = kha 4 soluzioni distinte?
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A Figura 2.




SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO * 2014

PROBLEMA 2

1. 1l dominio della funzione f(x) = xV'4 — x? & lintervallo [~ 2; 2]; per determinare i suoi massimo e mini-
mo assoluti dobbiamo calcolarne la derivata prima e studiarne il segno:

2

FO=Vi—al e g %

2

con —2<x<2.

V4 — x? V4 — x?
Essa risulta:
— positiva per — V2 <x<V2 — f(20) crescente;
— nulla per x=— V2 v x=V2 — f(x) ha punti stazionari;

— negativa per —2<x<— V2 v V2<x<2 - f(x) decrescente.

In figura 6 ¢ riportato il quadro della funzione e della sua derivata prima.

f(x) —(‘J+(‘) -

f(x) AW AW %

min max < Figura 6.

Osservando che f(—2) = f(2) =0 la funzione f(x) ha minimo assoluto in x= — V2 con Ji— \/E) =-2
e massimo assoluto in x= V2 conf(\/z) =2.

. Una funzione ha grafico simmetrico rispetto all’origine di riferimento O se la funzione ¢ dispari ovvero
se f(— x) = — f(x); verifichiamo se vale tale uguaglianza:

(=0 =—xVi—x?=—f(x),

pertanto la funzione f(x) ha grafico I' simmetrico rispetto a O.
Determiniamo il coefficiente angolare m della retta tangente al grafico nel punto x= 0, ricordando che
equivale alla derivata prima della funzione calcolata in quel punto:

— a2

2
f'(x)=27\/$, S O=m=2.

L'angolo a che la tangente forma con la direzione positiva dell’asse x & rappresentata dall’arcotangente
del valore di m ovvero:

o = arctg m = arctg 2 = 63,43...° = 63° 20’

. Lequazione di quarto grado in due variabili y? = x*(4 — x?) non rappresenta una funzione, ma la non
negativita del primo membro impone al dominio della variabile x la condizione

4—x%=0 ovvero —2=x=2.
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Ricaviamo la y dall'equazione di partenza:

y== || VA= 2.
Il grafico dellequazione y?= x?(4 — x? cor- A
risponde all’'unione dei grafici delle funzioni:

If
y=lxVi—x2 v y=—|x|Vi-x? y =l

cio¢ all'unione del grafico di | S0 | e del suo
simmetrico rispetto all'asse x, — | Jo!.

Noto il grafico I" di f{x), rappresentiamo in fi- 0
gura 7 i grafici di | f(x)| e — | S(%) | 2|-V2 12 |2

>y

y = -If(x)|

<(Figura 7.

Sfruttando la simmetria centrale del grafico della funzione f(x), I'area della parte di piano racchiusa
dallequazione y*= x*(4 — x?) & uguale a 4 volte I'area compresa tra I' e I'asse delle ascisse nell'inter-

vallo [0; 2]:
3 12

2 2 2 1 — 2;
=4 foodv=4[ 2VEI=dv==2[ =26t =397 dov= =2 G=xD2 )

3
3 2 0
4 ES 4 2
:——[0—42]=—?'(—8)=3—.

3
4. Sia h(x) =sen(xV4— x?) con 0<x=2. Per yA
determinare quanti punti del grafico di h(x) 2
hanno ordinata 1 osserviamo (figura 8) che in

tale intervallo la funzione f(x)=xV4— x?
assume valori compresi tra 0 e 2 e in partico-

y = flx)

INIE]

. . ™. .
lare acquista il valore — in due punti x; e

X,, per cui h(xp) = h(x,)=1. Quindi i punti
del grafico di h(x) di ordinata 1 sono due.

< Figura 8.

Deduciamo I'andamento della funzione h(x) = sen( f(x)) basandoci sulle conoscenze della funzione go-
niometrica e valutando il grafico I' di f(x) = xV4 — x%:

— agli estremi dell’'intervallo »(0) = h(2) = 0;

— per 0<x<ux;, 0<flw)< % e f(x) crescente — h(x) crescente e 0 < h(x) <1;

- per x=x1,f(x1)=% - hlx)=1;
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— perx; <x< V72, % < flo) <2 e flw) crescente — h(x) decrescente e sen2< h(x) <1;

— perx= \/E, f(\/i) =2 - b(\/i) =sen2;

- per V2 <x<x, % < fl) <2 e flx) decrescente — h(x) crescente e sen2 < h(x) <1,
"IT

— per x=x, fx;)= By - blx)=1;

— pera<x<2 0<fn< % e f(x) decrescente — h(x) decrescente e 0 < h(x) <1.

Rappresentiamo in figura 9 'andamento di f(x) e di h(x). La funzione h(x) presenta:
— due massimi assoluti nei punti x; e x,, con h(x) = h(x,) =1,

— due minimi assoluti in x=0 e x=2 con h(0) = h(2) =0,

— un minimo relativo in x= \/5, con h(V2) = sen2.

>

yA
2

y = flx)

o
2
y = h(x]

sen?

< Figura 9.

Osservando il grafico di h(x), 'equazione h(x) = k ha quattro soluzioni distinte quando una retta y= k
interseca il grafico in quattro punti distinti ovvero per sen2 < k<1.
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