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BEN si dimostri che linsieme delle omotetie con centro O fissato & un gruppo.
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SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2007

BEN si stabilisce di considerare il centro dell'omotetia nell’origine di un sistema di assi cartesiani. Dati un nume-
ro reale £# 0 e un punto P del piano, lomotetla di rapporto ke centro O ¢ quella trasformazione che as-
socia a Pil punto P’ tale che OP’'= k- OP. 1l punto P’ & detto omotetico di P e il numero k & detto rappor-
to di omotetia. L'equazione di un’'omotetia di centro O e rapporto & ¢&:

B {x’ = kx
W= Y=ty

Inoltre un gruppo € una struttura algebrica (4, ) nella quale 'operazione * gode delle seguenti proprieta:
a) ¢ interna:

a*bE A, VYa, bE A;
b) e associativa:

(axb)+c=ax(bxc), Va, bE A;
©) esiste, ed appartiene ad 4, 'elemento neutro e:

are=e+a=a, Va€E A4

d) per ogni elemento a € A4 esiste in a 'elemento simmetrico a”:
VYa€ A da’ € Atale che axa’=a’~a=e.

L'insieme delle omotetie con 'operazione di composizione o € un gruppo in quanto possiamo verificare le
quattro proprieta suddette.

a) La composizione di omotetie di centro O € un’operazione interna perché, se

x'=lkx x'=hkx
Wop = {y, _ I€1y € Wok = {y /e (kb /@2 eER - {O})
sono le equazioni delle due omotetie, si avra

x'=Ck - k)x
Wop © WO = {y/ =(h - kz))/

che € ancora un’omotetia di centro O e rapporto &, - k,.
b) Vale la proprieta associativa:

((J,)O’k] o (")O,Iez) o (-00,/65 = ("')O,/e] o ((’)O,Iez o (-")O,/ej)-

Infatti, prese le trasformazioni we, € w,, definite sopra, e indicando
x'= Ie
00 =)y ER=I0D
W=
si ottiene

( ) _ .X',:((/el'/ez)‘k3)x
WOk WORTECOR Ty = ((ky k) - Ry
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e
( [ = G Gk
o 2 00k @ oL g = by - (ky )y
Poiché l'insieme dei numeri reali con l'operazione di prodotto gode della proprieta associativa, sara
Ry (ky ly) = (o * &) * s,

©) Esiste I'elemento neutro: infatti 'omotetia di centro O e rapporto k=1 funge da elemento neutro rispet-
to alloperazione di composizione. Consideriamo una generica omotetia di centro O e rapporto &

x'=kx
wor= {y’ = ky
e 'omotetia di centro O e rapporto 1
{x’ =x
Qo1 y =y
Si puo verificare che
Wo e Wo1 = Wo1 © WOE-
d) Per ogni omotetia di centro O e rapporto k, g, siccome g ¢ un numero reale non nullo per definizio-

1
ne di omotetia, esiste 'omotetia di centro O e rapporto o mo%, che funge da elemento simmetrico di
. Indichiamo le trasformazioni con

, 1
X =—X
x'=kx
w = Cwop—=
Ok yl — Iey O, Z , i
y = 2 y
Si verifica che
W o wo,lk = ‘Do% °Wor= Wor-
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